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Resumen
Consideramos un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que modela los efec-
tos de una terapia sobre un tumor cerebral (glioblastoma). La densidad de ce´lulas
tumorales verifica una EDP parabo´lica semilineal, que esta´ acoplada con otra EDP
similar para un agente citoto´xico. El control es distribuido, su soporte es un pequen˜o
subdominio del abierto que representa el cerebro y actu´a a trave´s del segundo miemb-
ro de la ecuacio´n para la densidad de anticuerpos. Presentamos resultados de control
para este modelo, as´ı como algunas experiencias nume´ricas.
1. El modelo considerado
Sea Ω ⊂ RN un abierto conexo acotado y sea T > 0. Denotamos Q = Ω × (0, T )
y Σ = ∂Ω × (0, T ). Consideramos el siguiente problema, que describe la evolucio´n en
Ω× (0, T ) de un tumor cerebral (glioblastoma):
ct −∇ · (D(x)∇c) = f(c)− F (c, β) en Q,
βt − µ∆β = h(β)−H(c, β) + v 1ω en Q,
∂c
∂n
= 0,
∂β
∂n
= 0 sobre Σ,
c(0) = c0 , β(0) = β0 en Ω.
(1)
Aqu´ı, se interpreta que Ω es el cerebro; c = c(x, t) y β = β(x, t) son respectivamente las
concentraciones de ce´lulas tumorales y de anticuerpos (agentes citoto´xicos) generados por
el organismo; D = D(x) es el coeficiente de difusio´n de ce´lulas tumorales, por simplicidad,
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se supone que el coeficiente de difusio´n de anticuerpos es constante e igual a µ; f y h son
funciones que determinan respectivamente los ritmos de produccio´n de c y β; por otra
parte, la manera en que la interaccio´n de ce´lulas y anticuerpos afecta a sus respecivas
evoluciones viene dada por las funciones F y H.
De acuerdo con lo expuesto en [1] y [2] (donde se considera un modelo ma´s simple de
crecimiento del tumor cerebral y sin la accio´n de terapia), supondremos que
D(x) =
{
Dw si x ∈ Ωw,
Dg si x ∈ Ωg , (2)
donde 0 < Dw < Dg (Ωw y Ωg son las zonas del cerebro respectivamente ocupadas por la
materia blanca y la materia gris). Denominaremos Λ : D(Λ) ⊂ L2(Ω) 7→ L2(Ω) el operador
de difusio´n asociado, con
D(Λ) = {w ∈ H1(Ω) : ∇ · (D(x)∇w) ∈ L2(Ω) }, Λw = ∇ · (D(x)∇w) ∀w ∈ D(Λ).
Supondremos tambie´n que las funciones f , h, F y H esta´n dadas por
f(c) = a1 c, h(β) = a2 β, F (c, β) = b1 cβ, H(c, β) = b2 cβ, (3)
donde las constantes a1, a2, b1 y b2 son positivas (en particular, aceptaremos que la interac-
cio´n de anticuerpos y ce´lulas tumorales es instanta´nea y despreciaremos efectos de retardo;
tampoco tendremos en cuenta efectos de saturacio´n).
En (1), los datos iniciales deben verificar
c0, β0 ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω), c0, β0 ≥ 0. (4)
Por otra parte, v = v(x, t) es un control; en la pra´ctica, supondremos que
v ∈ L∞(ω × (0, T )). (5)
Cada funcio´n v describe una terapia que esta´ siendo aplicada a lo largo del intervalo tempo-
ral (0, T )1. Obviamente, se espera que v determine un correcto incremento de anticuerpos
que, a su vez, haga decrecer los valores de c a trave´s del te´rmino −F (c, β), en el segundo
miembro de la primera ecuacio´n de (1).
Para el sistema precedente tenemos el resultado que sigue, cuya demostracio´n usa
argumentos bien conocidos:
Teorema 1 Supongamos que se cumplen las condiciones (2)– (5). Entonces (1) posee
exactamente una solucio´n (c, β), con{
c ∈ L2(0, T ;D(Λ)) ∩ L∞(Ω× (0, T )), ct ∈ L2(Ω× (0, T )),
β ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L∞(Ω× (0, T )), βt ∈ L2(Ω× (0, T )). (6)
Adema´s, c ≥ 0.
1En este modelo, la terapia es aplicada exclusivamente en los puntos de ω. De modo ana´logo, se podr´ıa
formular un problema en el que la terapia se aplica sobre parte de la frontera.
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2. El problema de control o´ptimo
Consideremos el funcional J : L∞(ω × (0, T )) 7→ R definido por
J(v) =
a
2
∫
Ω
|c(T )|2 dx+ b
2
∫∫
ω×(0,T )
|v|2 dx dt, (7)
donde c es, junto con β, solucio´n del sistema (1) y a y b son dos para´metros positivos,
con a + b = 1. La funcio´n J puede interpretarse como un promedio de la cantidad de
ce´lulas cancer´ıgenas que quedan al final del tratamiento y la intensidad de la medicacio´n
empleada. Los pesos a y b determinan la importancia de cada te´rmino.
Pretendemos hallar el control v que minimice este promedio. Para ello planteamos el
siguiente problema de control o´ptimo:{
Minimizar J(v)
Sujeto a v ∈ Uad, (8)
donde Uad ⊂ L∞(ω × (0, T )) es un convexo no vac´ıo, cerrado para la norma habitual en
L2(ω× (0, T )). Desde el punto de vista me´dico, es imprescindible restringir la medicacio´n.
Por tanto, entre otras elecciones, una limitacio´n natural consiste en tomar
Uad = { v ∈ L∞(ω × (0, T )) : 0 ≤ v ≤M }. (9)
Se tiene el resultado siguiente, cuya demostracio´n es esta´ndar:
Teorema 2 Existe al menos una solucio´n del problema de control o´ptimo (8).
3. El sistema de optimalidad
Sea vˆ la solucio´n de (8) que proporciona el Teorema 2, y sea (cˆ, βˆ) la solucio´n del
correspondiente sistema (1), es decir, el estado asociado2.
Aplicando un teorema generalizado de multiplicadores de Lagrange3, obtenemos que
(vˆ, cˆ, βˆ), junto con la solucio´n (d, η) del sistema adjunto asociado
−dt −∇ · (D(x)∇d) = f ′(cˆ)d− ∂F
∂c
(cˆ, βˆ) d− ∂H
∂c
(cˆ, βˆ) η en Q,
−ηt − µ∆η = h′(βˆ)η − ∂H
∂β
(cˆ, βˆ) η − ∂F
∂β
(cˆ, βˆ) d en Q,
∂d
∂n
= 0,
∂η
∂n
= 0 sobre Σ,
d(T ) = cˆ(T ), η(T ) = 0 en Ω,
(10)
deben verificar∫∫
ω×(0,T )
(aη + bvˆ)(v − vˆ) dx dt ≥ 0 ∀ v ∈ Uad, vˆ ∈ Uad. (11)
2Lo que sigue tambie´n se aplicar´ıa a cualquier solucio´n local de (8).
3Por ejemplo, un resultado de este tipo puede ser deducido a a partir del llamado formalismo de
Dubovitskii-Milyutin, ve´ase [3].
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Esto u´ltimo equivale a decir que
vˆ = P (−a
b
η), (12)
donde P : L2(ω × (0, T ))) 7→ Uad es la proyeccio´n ortogonal habitual.
En resumen, se tiene el resultado siguiente:
Teorema 3 Sea (vˆ, cˆ, βˆ) solucio´n del problema de control o´ptimo (8). Entonces, existe
(d, η) que verifica (10) y la relacio´n de optimalidad (12).
El sistema de optimalidad (1), (10), (12) tiene solucio´n u´nica para T suficientemente
pequen˜o. Por tanto, para valores pequen˜os de T , el problema de control o´ptimo (8) tambie´n
tiene solucio´n u´nica. Esto justifica y hace interesante un algoritmo nume´rico basado en la
resolucio´n de (1), (10), (12).
Nosotros hemos utilizado el siguiente algoritmo de tipo punto fijo:
a) Elegir v0 ∈ Uad.
b) Dados k ≥ 0 y vk ∈ Uad,
(b.1) Hallar (ck, βk) solucio´n de (1) poniendo v = vk.
(b.2) Hallar (dk, ηk) solucio´n de (10) poniendo en el segundo miembro cˆ = ck y
βˆ = βk.
(b.3) Calcular vk+1 = P (−a
b
ηk).
4. Resultados nume´ricos
W
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Figura 1: Dominio Ω del problema junto con
la distribucio´n de materia blanca (Ωw) y ma-
teria gris (Ωg). La zona donde comienza a
desarrollarse el tumor es O. La zona donde
actu´a el control es ω.
Figura 2: La triangulacio´n utilizada, con
3157 tria´ngulos y 1789 ve´rtices.
Presentamos aqu´ı algunas experiencias nume´ricas, por el momento bidimensionales.
Ma´s concretamente, consideramos un dominio Ω que representa una seccio´n coronal del
cerebro. Las distribuciones de materia gris y materia blanca se muestran en la Figura 1.
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Para la aproximacio´n nume´rica se ha utilizado un esquema de Euler semi-impl´ıcito
para la discretizacio´n en tiempo y un me´todo esta´ndar de elementos finitos P1-Lagrange
para la discretizacio´n espacial. La triangulacio´n utilizada se presenta en la Figura 2.
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Figura 3: Isovalores de la funcio´n c0, condi-
cio´n inicial en el problema (1), que repre-
senta la concentracio´n de ce´lulas tumorales
cuando se comienza a aplicar la terapia.
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Figura 4: La zona rodeada por las iso-l´ıneas
representa la parte del tumor “visible” por
las te´cnicas de deteccio´n, al comienzo de la
terapia.
Es conocido, ve´ase por ejemplo [1], que las te´cnicas de deteccio´n de tumores (tomograf´ıa
computerizada y resonancia magne´tica) presentan un “umbral de deteccio´n”, es decir, so´lo
son capaces de detectar un tumor cuando la zona en que se supera una cierta densidad de
ce´lulas tumorales es suficientemente grande. Siguiendo tambie´n a [1], hemos supuesto que
la parte del tumor “detectable” es aque´lla con densidad mayor que 40 mil ce´lulas/cm2 y
dia´metro superior a 3 cm.
Hemos considerado un tumor virtual que inicialmente comienza a desarrollarse en una
pequen˜a zona del dominio, sen˜alada en la Figura 1 con la letra O, en el centro de la cual
el valor inicial es de 16 mil ce´lulas/cm2. Hemos calculado su evolucio´n, resolviendo la
ecuacio´n correspondiente a c en (1), junto con sus condiciones de contorno e inicial, en el
intervalo de tiempo de 0 a 740 d´ıas, que es cuando (segu´n lo dicho antes) empieza a ser
detectable. De acuerdo con ello, hemos tomado como condicio´n inicial c0 = c(740) en el
problema de control.
En la Figura 3 aparecen los iso-valores de la funcio´n c0 y en la Figura 4 se puede
observar la regio´n en donde c0 supera el umbral de deteccio´n fijado.
Con esta c0 inicial resolvemos el sistema de optimalidad en el intervalo de tiempo
[0, 360]. La eleccio´n de los para´metros en (1) ha sido llevada a cabo teniendo en cuenta
el ana´lisis de los trabajos [1] y [2] (ve´anse tambie´n sus referencias). Las simulaciones
nume´ricas realizadas corresponden a los valores que aparecen en la Tabla 1.
Con objeto de comparar los efectos del control, hemos representado en las Figuras 5 y 6
la funcio´n que se obtiene resolviendo (1) con v ≡ 0. Esta funcio´n nos dice co´mo ser´ıa la
evolucio´n del tumor sin aplicacio´n de terapia alguna 360 d´ıas despue´s de la diagnosis.
En las Figuras 7 y 8, se presenta la concentracio´n de ce´lulas tumorales correspondiente
al control o´ptimo calculado cuando el convexo Uad esta´ dado por (9) con M = 5 y, en (7),
se toma a =0.02 y b =0.98. En la Figura 11 se representa la evolucio´n en el tiempo del
valor medio en ω del control o´ptimo.
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Para´metro Valor Unidad Para´metro Valor Unidad
Dg 0.0002 cm2/d´ıa a1 0.0007 1/d´ıa
Dw 0.001 cm2/d´ıa b1 0.004 1/d´ıa
µ 0.5 cm2/d´ıa a2 0.0001 1/d´ıa
b2 0.0003 1/d´ıa
Tabla 1: Valores de los para´metros usados en las simulaciones.
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Figura 5: Isovalores de la funcio´n concen-
tracio´n de ce´lulas tumorales 360 d´ıas despue´s
de la diagnosis, sin aplicacio´n de terapia.
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Figura 6: Parte “visible” por las te´cnicas de
deteccio´n de la misma funcio´n.
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Figura 7: Concentracio´n de ce´lulas tumorales
correspondiente a la aplicacio´n de la terapia
solucio´n del problema de control o´ptimo.
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Figura 8: Parte “visible” por las te´cnicas de
deteccio´n de la misma funcio´n.
De forma ana´loga, en las Figuras 7, 8 y 11 se muestran los resultados obtenidos para
los valores de los para´metros a =0.08 y b =0.92 y para un control soportado por tres
subdominios disjuntos.
Por otro lado, desde el punto de vista pra´ctico parece ma´s realista la aplicacio´n de
una terapia “intermitente”, es decir, con per´ıodos de medicacio´n alternados con per´ıodos
de descanso. Esto corresponde, en nuestro problema de control, a la siguiente eleccio´n del
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Figura 9: Concentracio´n de ce´lulas tumorales
en el instante final correspondiente a la apli-
cacio´n de un control o´ptimo soportado en
tres zonas disjuntas.
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Figura 10: Parte “visible” por las te´cnicas de
deteccio´n de la misma funcio´n.
convexo de controles admisibles:
Uad = { v ∈ L2(ω × (0, T )) : 0 ≤ v ≤M, v = 0 en [τk, τk+1], k = 1, 3, . . . } (13)
para una determinada particio´n {τi} del intervalo [0, T ]. En las Figuras 13 y 14 se muestran
el control y la concentracio´n de ce´lulas tumorales en el instante final correspondientes a
una restriccio´n del tipo anterior con M = 18. Obse´rvese que, aunque la cantidad total de
medicacio´n suministrada es similar en ambas experiencias, los valores de c en este caso
son ma´s favorables que los que se muestran en la Figura 7, lo cual parece confirmar lo
observado en la pra´ctica me´dica.
5. Comentarios finales
La estrategia utilizada para resolver (8) puede ser distinta. En efecto, en vez de resolver
el sistema de optimalidad (1), (10), (12), puede resultar ma´s conveniente aplicar un me´todo
de tipo gradiente (con proyeccio´n) para la determinacio´n del control o´ptimo.
Por otra parte, pueden ser ma´s realistas otras elecciones de Uad donde intervengan
restricciones adicionales. Por ejemplo, parece razonable tomar
Uad = U0ad ∩ { v ∈ L∞(ω × (0, T )) :
∫∫
ω×(0,T )
v dx dt ≤ K}, (14)
donde U0ad esta´ dado por (13) y K > 0.
Obviamente, tambie´n es ma´s realista realizar experiencias nume´ricas tridimensionales
en espacio. La metodolog´ıa es muy parecida, aunque las caracter´ısticas geome´tricas del
problema son mucho ma´s complicadas.
Finalmente, indiquemos que se puede intentar ir un poco ma´s alla´ en la aplicacio´n de
la teor´ıa de control a la terapia de tumores. En efecto, un problema ma´s interesante (y
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Figura 11: Control o´ptimo correspondiente a
las Figuras 7 y 8.
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Figura 12: Control o´ptimo correspondiente a
las Figuras 9 y 10, soportado por tres zonas
disjuntas. Cada curva corresponde a una de
las zonas.
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Figura 13: Control intermitente.
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Figura 14: Iso-valores de la funcio´n c(T ) aso-
ciada al control intermitente.
ma´s dif´ıcil) aparece cuando el objetivo es, en vez de minimizar J en Uad, elegir v en Uad
de manera que la solucio´n de (1) verifique
c(T ) ∈ Bd(T ), (15)
donde Bd(T ) es un conjunto de estados finales deseados fijado. Esto es un problema de
controlabilidad con restricciones.
Estas cuestiones sera´n tratadas en varios trabajos de futura aparicio´n.
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